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ZASTOSOWANIE REGULARNYCH PRZEDZIALOWYCH MACIERZY
JACOBIEGO DO OBLICZANIA EKSTREMALNYCH WARTOSCI WIELKOSCI
MECHANICZNYCH. CZESC II - PRZYKEADY NUMERYCZNE

Streszczenie. W pracy przedstawiono zastosowania regularnych przedzialowych macierzy Jacobiego do
okreslania ekstremalnych wartosci wielko$ci mechanicznych. Przedzialowych algorytméw uzyto do obliczania
przemieszczen konstrukcji pretowych. Teoretyczne wyniki pierwszej czesci pracy wykorzystano rowniez do
modelowania problemow nieliniowej teorii sprezystosci.

APPLICATION OF REGULAR INTERVAL JACOBIAN MATRICES TO
CALCULATION OF EXTREME VALUES OF MECHNICAL QUANTITIES. PART II
- NUMERICAL EXAMPLES

Summary. In this paper, application of regular interval Jacobian matrices to calculation of extreme values of
mechanical quantities was presented. Interval algorithms were used to calculate the displacement of rod
structures. Theoretical results of part I of this paper were applied to modelling of problems of nonlinear theory of
elasticity.

1. Wprowadzenie

Poniewaz idealny pomiar wielkosci fizycznych nie istnieje istotnym zagadnieniem jest
rozwijanie metod modelowania niepewno$ci w uktadach mechanicznych Ei W przypadku
gdy dysponujemy duza liczba pomiarow stosujemy metody probablistyczne . Jednak gdy
ilo§¢ pomiarow jest mata, do modelowania nieokreslono$ci mozna wykorzysta¢ zbiory

liczbowe (tolerancje) [DE]E]IZI

Ekstremalne warto$ci wielkosci mechanicznych mozna obliczy¢ nastepujaco:

Cmin z, Cmax z,
2, =FE)=0, 7 =F(ei)=0,i=1,..n (1)

BOT HoT
W pracy przedstawiono przyktady zastosowan przedzialowych metod obliczania

ekstremalnych wartosci z;,z,, ktore zostaty opisane w pierwszej czgsci I artykutu [Eh.
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2. Modelowanie przedzialowych nieokreslonosci przy uzyciu komputerowych metod

mechaniki ciala stalego

Wspotczesne metody komputerowe (MES,MEB,MRS itp. [Ei) sprowadzaja problemy
brzegowe mechaniki ciala statego do problemu rozwiazania uktadu réwnan algebraicznych o

jednej z nastepujacych postaci

Kq=0() 2)
K(t)g=0 3)
K(t)g = 0(t) 4)

gdzie tO0T O R™ oznacza wektor niepewnych parametrow uktadu mechanicznego. Uwiklane

funkcje ¢, (t) beda monotoniczne gdy nastgpujace macierze

K, EK‘ —dQ(T)Edla i=1,...,nj=1,...m (5)
g % B
0 0
K(T), K'(T) @q(ﬂmdla i=1,...,n j=1,...m (6)
g g g
0 0
K(T), K'(T) @q(ﬂ %(T)Ddla i=1,...,nj=1,...m (7)
g tj i B

beda regularne. Macierze K' powstaja z macierzy K poprzez skrelenie i-tej kolumny oraz
q(T) jest przedzialowym rozszerzeniem rozwiazania odpowiedniego uktadu rownan (El Ellub
ﬂ. Przedzialowe rozszerzenie q(T) mozemy obliczy¢ jako rozwiazanie odpowiedniego
przedzialowego uktadu rownan liniowych Kg = Q(T), K(T)q =Q lub K(T)q = Q(T). Jesli

znamy rozwiazanie rOwnania

(o= 22) o) ®

dla dowolnego punktu ¢+ 0T O R™, to po przyjeciu nastgpujacych oznaczen

gdy sgn(a)=+1 )

(7 =1, gdy sgnla)=-1, 1@ =7, ,

n
mozemy otrzymac potencjalnie doktadne rozwiazanie q(T) = -ibi » g, ] gdzie

R R IR R

[ U

9, =4

w skrocie bedziemy pisac:
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q; =‘]iE_SgnE%EH 7 =qiE5gnE%EH (11)

d ]

Rozwiazanie to bedzie doktadne jesli regularne sa odpowiednie interwatowe macierze (BE

Jezeli ograniczymy si¢ do liniowych zagadnien statyki analizowanych przy pomocy MES,
to odpowiednio do rownan (2H#) mozemy wyrozni¢ nastepujace przypadki szczegolne.
a) Uktad réwnan (Eb otrzymujemy w przypadku gdy nieokreslone jest tylko obciazenie Q.
b) Uktad réwnan otrzymujemy gdy nieokreslone sa state materiatlowe (macierz C,

0 = C¢) i charakterystyki geometryczne ukladu (macierz B, € = Bq).

¢) Ukfad réwnan (EI) powstaje gdy nieokreslone sa zarowno charakterystyki geometryczne(B),

state materiatowe (C) jak i obciazenie zewngtrzne Q.

4. Modelowanie przedzialowych nieokreslonosci w konstrukcjach pretowych

Rozwazymy uktad pretowy przedstawiony na rysunku 1.

zAP
P

h

P—p»

P

L L
L —

Rys. 1. Tréjwymiarowa rama — problem przykladowy
Fig. 1. 3D frame — a model problem
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Wyréznimy cztery przypadki:
a) Nieokreslonymi parametrami beda tylko obciqieniaﬂ.
t; = B, (obciazenia skupione) lub #; =g, (obciazenia ciagle) (12)

b) Nieokreslonymi parametrami bgda obciazenia, charakterystyki materialowe oraz 4 i J.

ti:Pt :q_/’i:Ei’ti:Ai’ti:Ji (13)

it
c¢) Nieokreslonymi parametrami bgda state materiatowe oraz charakterystyki geometryczne.
t=E.,t=L,t=A4,t=J, (14)
d) Nieokreslonymi parametrami bgda wszystkie parametry uktadu mechanicznego.

W przypadku (a) macierze (Eb sa punktowe. Co znacznie ulatwia obliczenia. Do macierzy o
postaci (B prowadza uktady pretowe, w ktérych oprocz sit nieokreslone sa réwniez stale
materiatowe oraz parametry 4 i J (stale materialowe oraz parametry 4 1 J mozna przenie$¢ do
wektora prawej strony). W przypadku (c) lub (d) nalezy sprawdzi¢ regularnos¢, odpowiednio
macierzy (EI) lub (E}) W obliczeniach przyjmujemy nastgpujace dane liczbowe: E =2.000°

_0.05*

[MPa], G=8.500" [MPa], J, =J, = [m*], J, =0.140.05" [m*], 4=0.05" [m’],

L =h =3 [m], P=[1, 2] [kKN]. Wyniki obliczen przedstawione sa w tabeli 1.

Tabela 1
np 2 3 4 4 5 6
nw 2 2 3 4 4 4
ne 42 63 160 260 325 390
nn 27 36 80 125 150 175
dim 108 162 384 600 750 900
(x,y,2) (0,0,6) (0,0,9) (0,0,12) (0,0,12) (0,0,15) (0,0,18)
max q. 0.039626 | 0.088654 | 0.110452 | 0.085405 | 0.132182 | 0.189022
g 0.079251 0.177307 | 0.220905 | 0.170810 | 0.264365 | 0.378043

Gdzie np jest liczba pigter w ramie z rys. 1, nw jest liczba pretéw o dlugosci L w jednym boku
podstawy ramy przedstawionej na rysunku 1, ne jest liczba pretéw, nn jest liczba weztéw, dim
jest liczba stopni swobody uktadu, (x,y,z) to wspotrzedne punktu, w ktérym wystepuja

maksymalne przemieszczenia ™ q; [J /R . Nieokre$lone sa sity P, macierze (EI) sa punktowe.

' W przypadku gdy nieokreslone sa tylko sily, to przemieszczenia sa liniowa funkcja obciazenia ¢ = K 'Q .
Ekstremalne wartosci funkcji liniowej okreslonej na wielowymiarowym przedziale zawsze znajduja si¢ w
wierzchotkach przedziatu okres§lonosci.
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Ekstremalne wartosci przemieszczen okreslamy na podstawie wrazliwosci wektora
przemieszczen (na podstawie wzoru ):
k94299 iy (15)
OP 0P
gdzie n, jest liczba sit dziatajacych na ukfad.
Rozwazymy konstrukcj¢ pretowa przedstawiona na rysunku 2.
L
qS‘/A 99 qH‘/A 4qi; P P P P
1 N \ 4 \ 4
A
—> —> B -
q; 910
. A, “ A, H
/\\ ‘/\\
> - —1
q, q4
H

ST S S S

Rys. 2. Dwuwymiarowa rama - przyktad
Fig. 2. 2D frame — a model problem

[0.05* 0.055*0

JO :
Hi2 " 12 H

W obliczeniach przyjmujemy E0O[2.100°,2.200°| [MPal, [m*],

400.05%,0.055>| [m®], L=H =1 [m], P=1 [KN]. Wyniki obliczen przedstawione sa w

tabeli 2.
Tabela 2
q, q, q; q, qs qs
q 0.035716 0.000008 -0.011230 0.035716 -0.000021 | -0.011230
q, 0.037414 0.000009 -0.010718 0.037414 -0.000017 | -0.010718
q, qs 9 910 q1; q:;
q 0.082163 0.00009 -0.007494 | 0.082163 -0.000033 | -0.007494
q, 0.086067 0.000010 -0.007151 0.086067 -0.000026 | -0.007151
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3. Analiza przedzialowych nieokreslonosci w problemach nieliniowej teorii sprezystosci

W zagadnieniach nieliniowej teorii sprezystosci obliczenia przeprowadzamy w oparciu o

metody iteracyjne [Eh Rozwazania ograniczymy do obciazen jednoparametrowych tzn.
0=0(r)oQ(r)nr" (16)
gdzie O: R — IR" jest obciazeniem okreslonym z doktdnoscia do przedziatu liczbowego oraz
Tl [0, 1]. Po zastosowaniu MES statyczne zagadnienia nieliniowej teorii sprezystosci mozna
sformutowac w nastepujacej postaci [EI]:
K(g(z.0) 1) (e.1) = 0(z 1) (17)
Rozwiazanie mozna przedstawi¢ w postaci parametrycznej g = q(r, t) =q° (t) gdzie T [ [0, 1] ,
tUT. Analiza przyrostowa polega na dyskretnym procesie kontynuacji procesu obliczen.
Kolejne przyrosty przemieszczen obliczamy zgodnie z nast¢pujacymi wzorami [El]:
K;"Aq" = 407" (18)
" () =q"(0)+ 447() (19)
gdzie K" jest efektywna macierza sztywnosci oraz A Qe’; " jest efektywnym wektorem
obciazenia. Powyzszy algorytm mozna uogdlni¢ na przypadek interwatowych obciazen.
Zalozymy teraz, ze znamy przedzial q, (T) = hull{ q, (r,t) St T} gdzie ¢, oznacza
rozwiazanie otrzymane przy pomocy metody przyblizonej (. Przyrost przemieszczen
bedacy rozwigzaniem réwnania (@) jest funkcja przemieszczen poprzedniej iteracji ¢'[1q",
nieokreslonych parametréow ¢ oraz wektora obcigzenia AQ UAQ
A =Aq (g 40)04g" (g7, 40): 10T, q" Oq", 40 0 AQ) (20)
Ag" OAq" = hullfpg™ -t 0T, q" Oq', AQ DAQ) 1)
Przy pomocy procedur opisanych w pierwszej cze$ci pracy mozna pokazaé kiedy Ag" zalezy
monotonicznie od parametrow ¢,¢, 40 . Gdy wlasnos¢ monotoniczno$ci zostanie wykazana, to
konce przedzialu Aq" mozna obliczy¢ na podstawie koncow przedziatow T,q,AQ czyli:
Aq' =0q (iq".77, 40, 40) (22)
Na podstawie przyrostu (@) mozna obliczy¢ przedzial, ktory zawiera przemieszczenie ¢ .

q" =q" +Aq’ (23)
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Szukamy ekstremalnego przemieszczenia g =sup{qi0 (t) .'tDT}. Jesli w oparciu o

aq, \t’
twierdzenie 1 z pierwszej czgsci pracy stwierdzimy, ze pochodna qét‘)—() ma staty znak, to w

j

dalszych obliczeniach przedzial T mozemy zastapi¢ m-1 wymiarowym przedziatem

. _ _ aif() _ _
=l el xe <l ex, 4)

Podczas dalszych obliczen powstaja przedziaty o nastepujacej postaci:

_ o0 _ _ ot - _
o A D75 RO OV DR A D75 A R

Zwykle funkcja ¢; (t) jest monotoniczna wzgledem wszystkich swoich zmiennych. Przedziat

. . io -
Jiseok = 7 7 % )
T = [zl’tJ]x'"x[’j,—l’t_/,—l]xtj,] xl.tml’tfl”Jx““x (25)

T zostaje zredukowany do punktu T O T!k O ¢hin = Qf’ lio,...,tr‘r’]imo )D R™. Maksymalne

. . . .
przemieszczenie g; mozna wtedy obliczy¢ jako:

g, =supla, ()10 =g, ") (26)

W przypadku gdy nie wszystkie pochodne maja stale znaki, przedzial T moze zostac

monotoniczne w calym przedziale T. Doktadnos¢ metody zwigksza si¢ wraz ze wzrostem

liczby podprzedzialow.

4. Whnioski

W pracy przedstawiono zastosowania regularnych przedzialowych macierzy Jacobiego do
modelowania niepewnosci parametréw uktadéw mechanicznych. W oparciu o teoretyczne
wyniki pierwszej czgsci pracy obliczono ekstremalne warto$ci przemieszczen w
przyktadowych konstrukcji. Ze wzgledu na algorytm obliczen wyr6zniono trzy typy uktadow
mechanicznych z niepewnymi parametrami. Do badania regularno$ci macierzy sztywnos$ci
mozna zastosowac przedzialowa metoda eliminacji Gaussa. Jesli po przeprowadzeniu
eliminacji na gltoéwnej przekatnej nie ma przedziatlow zawierajacych elementy zerowe, to
macierz jest regularna. Przyklady numeryczne pokazuja, ze przedstawiony algorytm
umozliwia analizowanie przedziatowych nieokreslonosci dla liniowych probleméw o kilkuset

stopniach swobody.
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Abstract

In this paper, applications of regular interval Jacobian matrix are presented. Theoretical
back-ground of this method was published in the first part of this paper. Extreme values of
displacements in uncertain frame structures are calculated using described interval method.
Numerical results show that these interval methods are very effective and efficient methods
for modelling interval uncertainty of parameters. Algorithm of calculation of extreme values

of mechanical quantity in nonlinear problems of elasticity is also presented.



