Andrzej POWNUK ”

PRZEDZIALOWE METODY ROZWIAZYWANIA ALGEBRAICZNYCH
ROWNAN NIELINIOWYCH MECHANIKI KONSTRUKCJI

1. Wprowadzenie

Mechanika liniowa stanowi jak dotad podstawowy obszar zainteresowan inzynierskich. Istnieje jednak
pewna klasa zadan, gdzie analiza liniowa jest nie wystarczajaca. Powstalo wiele monograficznych opracowan tego
typu zagadnien [1,2,3,4,5,6,7,8]. Efektywne korzystanie z algorytmow analizy nieliniowej stato si¢ mozliwe dzigki
wykorzystaniu techniki komputerowej oraz rozwojowi metod numerycznych. Sposrod stosowanych obecnie
algorytmow na szczegolng uwage zastuguja MEB [9, 3], MES [2,3,4,5,6,8,10,11] oraz MRS [3]. Z teoretycznego
punktu widzenia wszystkie wymienione metody sa szczegélnym przypadkiem metody odchytek wazonych [3,12,8].
Algorytm metody tej przebiega w nastepujacych etapach. Najpierw okreslamy posta¢ przyblizonego rozwiazania
zadania brzegowego

L(u)-B =0 dla x @ )
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jako kombinacjg liniowa pewnych funkcji bazowych ¢, tzn.
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Nieznane wspotczynniki agn) obliczamy rozwiazujac uktad rownan algebraicznych:
I[L(uLn))—B]d)idQ +I
Q 0Q

Dobierajac odpowiednio funkcje ¢; otrzymujemy metode kolokacji, metod¢ elementow skonczonych (jako

Lb (uﬁf”) —Bb]q)id(aQ) =0 dlai=l,..n. (4)

szczegolny przypadek metody Galerkina), metod¢ elementow brzegowych lub metodg¢ réznic skonczonych.
Przyblizone rozwiazanie problemu brzegowego (1,2) otrzymujemy wstawiajac rozwigzania uktadu réwnan (4) aﬁ")
do wzoru (3). Z obliczeniowego punktu widzenia bardzo istotnym etapem obliczen jest rozwiazanie uktadu réwnan
nieliniowych (4). Istnieje bardzo wiele metod rozwiazania tego problemu [2,3,13,10,6]. Mozna tu przyktadowo
wymieni¢: metode przyrostowa, metode iteracyjna nieprzyrostowa, metody asymptotyczne oraz metody specjalne
dostosowane do analizy ograniczonych klas zagadnien nieliniowych.

Jezeli mamy do czynienia z ukladem mechanicznym, w ktorych moze jednoczesnie wystepowac kilka stanow
rownowagi [14], to rownania rOwnowagi beda mie¢ wigcej niz jedno rozwiazanie. Taka sytuacja wystepuje réwniez
w zagadnieniach statecznosci. Analizujac fizyczna strong zagadnienia zwykle mozemy oszacowac obszar X, w
ktoérym nalezy poszukiwac rozwiazania danego problemu brzegowego.

Z matematycznego punktu widzenia zagadnienie mozemy sformulowac nastgpujaco. Dla danej funkcji

gR" O0X> R"ipewnego przedziatu X O R" znalezé wszystkie pierwiastki rownania:

g(x)=0 ®)
w obszarze X.
Nalezy podkresli¢, ze w ogdélnym przypadku zadna z wymienionych metod rozwigzywania rownan nieliniowych nie
gwarantuje rozwiazania tego zagadnienia.
W ostatnich latach pojawity si¢ algorytmy oparte na matematyce przedziatowej [15,16,17], ktore pozwalaja na
znalezienie wszystkich pierwiastkow rownania g(x)=0 w danym n-wymiarowym przedziale X.
Celem pracy jest przedstawienie zastosowania tych algorytmow w nieliniowej mechanice konstrukcji.
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2. Arytmetyka przedzialowa
Przez domknigty przedzial rozumiemy nastgpujacy zbior:
X:{XZX_SXSX+}. (6)

Zbior wszystkich przedzialow oznaczymy przez I(R). Dla dowolnych a,bl (R) definiujemy dwuargumentowe
dziatania zgodnie z wzorem:

aob={xoy: xOa, O b,ld0 {,+,-/}}, @)
oraz jednoargumentowe okreslone nastgpujacymi wzorami:
t g +_ -

mid(a) = 22 | rad(a)=2*—2 w@)=w" -w dlaa JIR). (8)

Jesli A,B,C,D OI(R) oraz "o" jest dziataniem w zbiorze I(R), to

. Al B [C [D A-C BoD. )
A.B,C,DO(R)

Wiasno$¢ ta zwana ,,inclusion isotonicity” jest jedna z najwazniejszych w catej matematyce przedziatowej. Funkcja
przedzialowa nazywamy dowolna funkcje F okreslona na przedzialowych argumentach X, ..., X, o wartosciach w

zbiorze przedziatow I(R). Wezmy pod uwage funkcje f:R" 0 D;— R i przedzialowa funkcje F:I(R") - I(R).

Przedziatowa funkcj¢ F bedziemy nazywali przedzialowym rozszerzeniem funkcji f gdy:
0 f(xy,.-, X, F F(xq,-.,X,), (10)

(XX ) Dy

Przedzialowe rozszerzenie funkcji ma szereg interesujacych wiasnosci, ktore sa szczegdlowo omowione np. w pracy
[18,19]. Niech X OI(R"), przez naturalne rozszerzenie przedziatowe funkcji f na przedzial X bedziemy rozumieli
wyrazenie arytmetyczne, ktdre powstaje z wyrazenia arytmetycznego okre$lajacego funkcje f przez zastapienie
wszystkich zmiennych rzeczywistych X, odpowiednimi przedziatami oraz wszystkich dziatan arytmetycznych,
odpowiednimi dziataniami na przedziatach. Naturalne przedzialowe rozszerzenie wyrazenia arytmetycznego f(x)
oznaczamy przez F(X). Przyktadowo naturalnym przedzialowym rozszerzeniem funkcji f(x) = x* —x jest funkcja
F(X) = X* -X, gdzie x UR 1 X OI(R) . Warto$¢ funkcji F na interwale [-1,1] wynosi:

F(-L) =[-1] 1] 1) # 2} an
Warto$¢ funkcji f na n-wymiarowym interwale X oznaczamy f(X) i okreslamy przy pomocy formuty:
f(X) ={f(x): x Ox (12)

Przyktadowo gdy f(x) = x> -x,to f ([— 1,1]) = E—% 2 E Naturalne rozszerzenie przedziatlowe funkcji f charakteryzuje

si¢ bardzo wazna wtasnoscia:

0 f(XQ0 FX). (13)
XO(R™)

Czyli wartos¢ f(X) zawsze mozemy oszacowac z gory i z dohu wartoScia rozszerzenia przedzialowego F(X), ponadto
znalezienie wartosci F(X) jest o wiele prostsze niz obliczenie f(X). Podane wiasnosci naturalnego rozszerzenia
przedziatlowego, sa podstawa algorytmu przedzialowe] optymalizacji globalnej. Dowolna funkcjg¢ przedziatlowa F
posiadajaca wtasnos¢ (13) nazywamy funkcja inkluzyjna funkcji f.

3. Przedzialowa metoda Newtona

Wezmy pod uwagg ciagla i rozniczkowalng funkcje g:R"™ — R"0. Bedziemy poszukiwali rozwigzan réwnania
g(x)=0 w danym n-wymiarowym przedziale X. Podstawowa zaleta przedzialowej metody Newtona jest to, ze daje ona
mozliwo$¢ znalezienia wszystkich pierwiastkow w danym przedziale X, co jest niewykonalne gdy uzyjemy klasycznego
algorytmu. Kolejne kroki algorytmu podane sa w pracach [15,16,18,20] tutaj ograniczymy si¢ do przedstawienia
najwazniejszych idei.

Mozna pokaza¢ (patrz np. [16,20]), ze z twierdzenia Lagrange’a wynika wzor:
ag_](Xl seees Xis Xit] :'-'7Xn)

0 x;

gy Og; () + ) (vi-x) 0dlaj=I,...n (14)
i=1

lub w postaci macierzowej:
g(y) Hg(x) +I(X, x)(y-x) 0 (15)
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Dla ustalonej wartosci x okreslimy zbior:
s:{y OR™: g(x) +J(x', x)(y-x) =0, x] X} 0 (16)

zbior ten zawiera wszystkie wektory y, dla ktorych g(y)=0. Idea przedzialowej metody Newtona jest kolejne
zmniejszanie przedzialu X tak dlugo, az S bedzie tak male jak bedziemy tego sobie zyczyC. Przez Y oznaczymy
najmniejszy n-wymiarowy przedzial zawierajacy rozwiazanie przedzialowego uktadu rownan:

g(x) +J(X, x)(y-x)=00. 17)

lub
Ay=B.,0 (18)
gdzie A=J(X,x), B=J(Xx)x-f(x), a J(.,) oznacza przedzialowe rozszerzenic zwyklego jakobianu. Rozwiazanie
przedzialowego uktadu rownan (18) oznaczymy przez (A, B) i okreslimy nastepujaco:
S(A,B) :{y OR™Ay= B, AD A, B B} 0 (19)
Metody rozwiazywania przedzialowych ukladoéw réwnan liniowych przedstawione sa w pracach [17,21]. Niech Y
oznacza najmniejszy n-wymiarowy przedzial zawierajacy zbior 2(A,B). Funkcjg, ktora okresla zbior Y na podstawie
zbioru X(A,B) oznaczymy przez hull(.), tzn. Y =hull 3(A,B). Z definicji zbioru S wynika, ze SOY
por.[15,18,20]0.
Ponizej podajemy iteracyjny algorytm przedzialowej metody Newtona:
1) Ustali¢ poczatkowe oszacowanie zbioru rozwigzan X = X, przyjac k=1.
2) Obliczy¢ przedzialowe macierze A, i By :
3) Ay =X mid(X,) .
4) By =J(Xy,mid(Xy)) nid(X ) —g(mid(X,)) .
5) Obliczy¢ Y, = hull Z(A,,By).
6) ObllCZyé Xk+| = Yk N Xk .
7) Sprawdzi¢ kryteria zatrzymania obliczen (np. mozemy ograniczy¢ liczbg iteracji).
8) Skok do punktu 1.

4. Przedzialowa metoda bisekcji

Rozwazymy rownanie
g(x)=0 (20)

gdzie gR" OD- R" jest dana funkcja a D jest wielowymiarowym przedzialem D = ><[di_,d;r ] Niech
i=l

G:I(R)" - I(R) bedzie funkcja inkluzyjna dla funkcji g. Z wlasnosci ,,inclusion isotonicity” arytmetyki
przedzialowej wynika, ze jezeli:
00G(D) 21

gdzie G(.) jest funkcja inkluzyjna (np. naturalnym rozszerzeniem przedzialowym), to funkcja g(x) nie ma
pierwiastkbw w obszarze D. Metoda bisekcji (pordwnaj [22]) oparta jest na wiasnosci (21) i w przypadku
wielowymiarowym obliczenia mozemy przeprowadzaé zgodnie z nastgpujacym algorytmem:

1. Przyja¢ Y=D.

2. Zainicjowac listg L={Y}.

3. Obliczy¢ k = minE[j D{l,...,n}: w(Y;) = max
D 1

I }w(Yi)E oraz podzieli¢ Y wzdluz wspélrzednej k
g 0

otrzymujac dwa podprzedziaty V,, V, tak,ze Y=V, 0V, ,oraz IntV; n IntV, =0 .
4. Jesli 00G(VY (i=1,2), to usuna¢ element V; z listy L, w przeciwnym przypadku dotaczy¢ przedziat
V; na koniec listy L.



5. Jesli lista L jest pusta, to rownanie g(x)=0 nie posiada pierwiastkow w przedziale D i nalezy
zakonczy¢ obliczenia.

6. Jesli I\I/léli( w(V) <eg, to idz do punktu 8.

7. Oznaczy¢ pierwszy element listy L przez Y i przej$¢ do punktu 3.

8. Wszystkie pierwiastki réwnania g(x)=0 znajduja si¢ w przedzialach z listy L. Zakonczy¢ obliczenia.
Nalezy podkresli¢, ze do stosowania metody bisekcji potrzeba i wystarcza aby dla funkcji g(x) istniata funkcja
inkluzyjna G(X), czyli odwzorowanie g moze by¢ w ogdlnosci nierézniczkowalne, a nawet nieciagte.

5. Metoda minimalizacji

5.1 Przedzialowa optymalizacja globalna

Szczegdlowy opis algorytmu znajduje si¢ w pracach [19,20,23,24,26,27], tutaj ograniczymy si¢ do
przedstawienia jedynie jego najwazniejszych elementow. Bedziemy rozwazali odwzorowanie f okre§lone na n-
wymiarowym przedziale X0 o warto$ciach w zbiorze liczb rzeczywistych R. Poszukujemy ekstremalnych warto$ci
funkcji f okre§lonej na zbiorze X tzn. liczb:

f=inf{f(x): x OX} 01 " = sup{f(x): x OX} .0 (22)
Przedzialowa optymalizacja globalna jest jedynym istniejacym algorytmem, ktory gwarantuje oszacowanie globalnego
minimum dla dowolnej nieliniowej funkcji celu z 100% gwarancja wynikoéw i uwzglgdnieniem biedoéw zaokraglen.

5.1.1 Podstawowy algorytm

Algorytm globalnej optymalizacji opiera si¢ na nastgpujacym schemacie (algorytm Hansena [27]):

1. Przyja¢ Y=X.

2. Obliczyé F(Y)i f = max F(mid(Y)) .

3. Przyja¢ y=minF(Y).

4. Zainicjowac¢ listg L={(Y.y)}.

5. Obliczyé¢ k = min{j : w(Y;) = max w(Y)), j D{l,...,n}} )

6. Podzieli¢ przedzial Y na dwie rowne czgséci V,, V, wzdhuz kierunku k.

7. Obliczy¢ F(Vy), F(V,).

8. Przyja¢ v; =minF(V;) dlai=1,2.

9. Dotaczy¢ pary (V1 , Vl), (V2 ,V2) na koniec listy L.

10. Usuna¢ z listy L wszystkie pary (Z,z) dla ktérych speliona jest zalezno$c f<z (test punktu
srodkowego).

11. Jesli spetnione sg kryteria zbiezno$ci przej$¢ do punktu 14.

12. Zaznaczy¢ pierwsza parg listy L jako (Y,y). Przyja¢ f= min{ f, max F(mid(Y))} .

13. Skok do punktu 5.

14. Koniec obliczen.

W celu przyspieszenia zbieznosci algorytmu wprowadzono pewne dodatkowe procedury, ktore zostana opisane
ponize;j.

5.1.2 Sprawdzenie monotonicznosci

Jako kryterium monotoniczno$ci mozna przyja¢ nast¢pujacy warunek konieczny:
fi
ax 0 4.9 23)
aXl
OF(X)
Xi
ekstremalne wartosci funkcji f na pewno znajduja si¢ na brzegach przedzialu X i mozemy w dalszych obliczeniach

Stad jesli 00 ,0 to wtedy funkcja jest monotoniczna w X. W przypadku stwierdzenia monotonicznosci

uzywaé punktowych wartosci X; , X; . Aby mozna bylo stosowa¢ t¢ procedure funkcja f musi by¢ klasy c'.



5.1.3 Test punktu Srodkowego

W klasycznym algorytmie aby odrzuci¢ przedzial X, wystarcza by spelniona byta nierdéwnos¢:
F(X)) <F(X;). (24)
Oczywiscie, jesli spetniona jest nierdéwno$¢:
f(mid(X,)) <F(X,), (25)
to globalne minimum réwniez (na pewno) nie znajdzie si¢ w przedziale X, i1 mozemy go odrzuci¢. Procedurg

sprawdzajaca nierowno$¢ (25) nazywamy testem punktu §rodkowego. W ogo6lnosci lewa strona nieréwnosci (25)
moze by¢ obliczona dla dowolnej wartosci x, z przedziatu X,. Aby stosowaé test punktu srodkowego dla danej

funkcji f musi istnie¢ jedynie funkcja inkluzyjna F(X), czyli f moze by¢ nier6zniczkowalna, a nawet nieciagta.
5.1.4 Sprawdzenie wypuklosci funkcji

Jesli funkcja f(x) posiada minimum w punkcie X, , to jest w otoczeniu tego punktu wypukta. Czyli hesjan

H tej funkcji jest w otoczeniu tego punktu dodatnio okreslony. Warunkiem koniecznym dodatniej okre§lonosci
Hesjanu jest by diagonalne elementy hesjanu tzn. H;; byly nieujemne (H;; 2 0). Jesli

H; (X)<0 (26)

dla jakiegokolwiek i D{ L..., n} , to w przedziale X brak lokalnych miniméw. W przypadku gdy przedziat X nie ma

wspolnych §cian z brzegiem wyj$ciowego obszaru X, to mozemy go odrzuci¢ w dalszych obliczeniach. Aby

mozna bylo stosowac test wypuktosci funkcja musi by¢ klasy c?.
5.1.5 Przedzialowa metoda Newtona

Punkty stacjonarne funkcji f spetniaja nastgpujace réwnanie:
grad f(x) =0. 27)
W celu znalezienia pierwiastkéw rownania (27) stosujemy przedzialowa metod¢ Newtona. Przy pomocy, ktorej
znajdziemy wszystkie pierwiastki lub stwierdzimy ich brak. Gdy dany przedziat nie zawiera punktow stacjonarnych oraz
nie posiada wspolnego brzegu z poczatkowym przedzialem X, to mozemy go pomina¢ w dalszych obliczeniach,
poniewaz na pewno nie zawiera globalnego minimum. Aby mozna bylto stosowac t¢ procedure funkcja f musi by¢ klasy

C? [20].
5.1.6 Doboér odpowiedniej funkcji inkluzyjnej

Uzycie specjalnych funkcji inkluzyjnych, zamiast naturalnego przedzialowego rozszerzenia, prowadzi
zwykle do przyspieszenie zbiezno$ci algorytmu. Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a mozna pokazac, ze:
n
OF(X)
0Dy Yy <5 = (X x,), (28)
=1 i

OF(.)

X

. o . . of . . .
jest funkcja inkluzyjna w pochodnej P Inne sposoby budowania funkcji inkluzyjnych
X

1

gdzie x X oraz

mozna znalez¢ w pracy [25].
5.2 Algorytm metody minimalizacji

W pracy [28] J. Pinter pokazal, ze rozwigzania réwnania g(x)=0 (g:R" - R") jest rownowazne
problemowi minimalizacji funkcjonatu:

£(x) =g (29)

n n
gdzie |||| jest dowolna norma w przestrzeni R" np. "g(x)" = ||g(x)||I = Z |gi(x)| , "g(x)" = ”g(x)"2 :W z giz (x)
=1 1=1

itp.. Roéwnowazno$¢ probleméw wynika z aksjomatow normy |||| (||g(x)|| =0 < g(x)=0). Poniewaz funkcjonat
f(x) moze by¢ bardzo skomplikowana nieliniowa funkcja, dlatego jako algorytmu poszukujacego minimum
przyjmujemy algorytm przedziatowej optymalizacji globalne;j.

6. Przyklady zastosowan



6.1 Ogolne informacje o nieliniowych réwnaniach algebraicznych MES

Jak wiadomo (poréwnaj [2,3,4,8]) w przypadku materialdw sprezystych po zastosowaniu skonczenie
elementowej aproksymacji pola przemieszczen rownania rOwnowagi maja nastgpujaca postac:

(k2 +x5® (a(e)) + K2 (a(0) Jaw (1) =Q° ()
Roéwnanie (30) mozna w skrdcie zapisaé w postaci:

K™ (a(t))as (1) =Q*(1)

(30)

31

Ogolnie mozna przyjaé, ze nieprzyrostowe rownania MES (metody odchylek wazonych), sa nastgpujacej postaci

(poréwnaj [2,3,4,6,8,10]):
K(q)q=Q.

gdzie q jest wektorem uogdlnionych przemieszczen, czyli sa to uktady nieliniowych réwnan algebraicznych.

6.2 Przyklad numeryczny

(32)

W charakterze przykladu rozpatrzymy zadanie, w ktorym nalezy okresli¢ polozenia rownowagi uktadu

przedstawionego na rysunku 1 (por. [31]).

m y

C
D)

<R

Rys. 1

v

Roéwnanie réwnowagi w tym przypadku maja nastgpujaca postac:
P Gin(¢p) =c®

(33)

gdzie P.=mg jest cigzarem ciala, L jest dlugoscia pegta, c jest stala sprezystosci liniowej sprezyny oraz
¢ D(— 0y, 0) jest katem, o ktory obroécit si¢ pret od polozenia poczatkowego. Réwnanie (33) mozna przeksztalcié

do nastgpujacej postaci:
kd —sin(¢p) =0
33

gdzie k = ° . W celu uproszczenia obliczen przyjmujemy k = ——.
PIL 4

Stosujac przedziatlowa metode Newtona otrzymujemy rezultaty przedstawione w tabeli 1.

(34)

Tabela 1 Rozwiazania otrzymane przedzialowa metoda Newtona
Liczba Poczatkowe przedzialy [rad]
iteracji O - _no Omn Ot T[D
H ™ 2H H2"2H B
2 [-2.167, -2.0735] X [2.073, 2.167]
3 [-2.0957, -2.0935] X [2.0935, 2.0957]
4 [-2.094394, -2.094393] X [2.094393, 2.094394]




Podczas obliczen pierwiastka w przedziale E—g,;@ wystapil blad dzielenia przez przedzial zawierajacy O.

Trudno$ci tej mozna uniknaé stosujac uogolniona arytmetyke Kaucher’a [30,31]. Nalezy dodaé, ze stosujac
arytmetyke Kaucher’a mozemy dowolnie dobiera¢ przedziat poczatkowy.
Stosujac przedziatlowa metodeg bisekcji otrzymujemy nastgpujace pierwiastki rOwnania:

Tabela 2 Przedziatowe rozwiazania otrzymane metoda bisekcji
Liczba iteracji Elementy listy L spetiajace warunek 0 JF(X) [rad]
10 [-2.356, -1.963],[-0.393, 0], [0, 0.785], [1.571, 2.356]
20 [-2.160, -1.963], [-1.196,0], [0,196], [1.963, 2.356]
30 [-2.160,-2.062], [-0.098, 0], [0, 0.098], [2.061, 2.160]
40 [-2.111, -2.086], [-0.049, 0], [0, 049], [2.062, 2.111]

Rozwiazanie doktadne ¢, = —?, d, =0, ¢, :ZTT['

Wiyniki obliczen metoda minimalizacji wg. algorytmu Hansena przedstawia tabela 3.

Tabela 3 Przedzialowe rozwigzania otrzymane metoda minimalizacji
Liczba Elementy listy L [rad]
iteracji

20 [-2.160, -2.062], [-2.062, -1.963], [-0.393, -0.196], [-0.196, 0], [0, 0.196], [0.196, 0.392], [1.963, 2.160]

1,
30 [-2.111, -2.086], [-2.086, -2.061], [-0.098, -0.049], [-0.049, 0], [0, 0.049], [0.049, 0.098], [2.061, 2.111]

40 [-2.098,-2.092], [-2.092,-2.086], [-0.025, -0.012], [-0.012, 0], [0, 0.012], [0.012, 0.025], [2.086, 2.098]

7. Whnioski

Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze przedziatowa metoda Newtona jest najszybciej zbiezng metoda
sposrod przedstawionych przedzialowych metod rozwiazywania réwnan nieliniowych. Jednak metoda ta wymaga
aby funkcja g(x) bylta klasy C? . Ponadto w przypadku, jesli w przedziale poczatkowym X bedzie wigcej rozwiazan,
to algorytm bedzie zbiezny do zbioru, ktéry zawiera wszystkie pierwiastki i wtedy nie otrzymamy oszacowania
wartosci punktowych. (W pracy [17] znajduje si¢ opis zmodyfikowanego algorytmu przedzialowej metody
Newtona, ktory jest zawsze zbiezny do wartosci punktowych.)

Przedziatlowa metodg bisekcji mozemy stosowa¢ nawet w przypadku gdy funkcja g jest nierdzniczkowalna i
nieciagla (powinna mie¢ jedynie okreslona funkcjg inkluzyjna) jednak algorytm ten jest stosunkowo wolno zbiezny.
Ponadto kryterium 0 [JG(X) jest warunkiem wystarczajacym, ale nie koniecznym istnienia pierwiastka rownania
g(x)=0 w przedziale X. Dlatego wyniki otrzymane ta metoda nalezy zweryfikowaé¢ innymi metodami. Metoda ta jest
bardzo efektywnym i uniwersalnym narzedziem do stwierdzania braku pierwiastkow rownania g(x)=0 w danym
przedziale X.

Metoda minimalizacji moze by¢ stosowana do dowolnych przedziatami ciagtych funkcji g(x). Moze by¢ rowniez
zastosowana do poszukiwania rozwigzan rownan sprzecznych w sensie metody najmniejszych kwadratow. Jednak
podobnie jak w przypadku metody bisekcji otrzymujemy jedynie oszacowanie rozwigzania i nie mamy pewnosci,

czy w danym przedziale wynikowym X znajduje si¢ rozwiazanie (tzn. DD ||g(x)||= 0), czy jedynie lokalne minimum
x[OX

(tzn. )Ex lep 0).

Przedstawione algorytmy umozliwiaja znalezienie wszystkich pierwiastkéw nieliniowych réwnan algebraicznych
mechaniki konstrukcji w danym n-wymiarowym przedziale X i moga zosta¢ efektywnie wykorzystanie do
rozwigzywania szerokiej klasy zagadnien praktycznych.
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INTERVAL METHODS FOR SOLUTION OF NONLINEAR ALGEBRAIC
EUQUATIONS OF STRUCTURAL MECHANICS

Summary

In this paper new solution methods for system of nonlinear algebraic equations are presented. These
methods are based on interval mathematics. Presented methods can find all solution of given system of equation
g(x)=0 in n-dimensional interval X. Function g(x) can be twice continuously differentiable, continuous or even not
continuous, which depends on method. Using interval methods nonlinear algebraic equations of structural
mechanics are solved. An illustrative numerical example is included.



