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NIEZAWODNOSC KONSTRUKCJI O PARAMETRACH PRZEDZIALOWYCH
I LOSOWYCH

Streszczenie. W pracy wykazano, ze metoda projektowania konstrukcji wykorzystujaca
parametry przedzialowe daje te same wyniki jak stosowana w obecnych normach
projektowania metoda potprobabilistyczna. Przedstawiono nowa metodg identyfikacji
parametréw przedzialowych oparta na obowiazujacych przepisach budowlanych.
Zaprezentowana metoda umozliwia wykorzystanie istniejacych  wspdlczynnikow
bezpieczenstwa w metodzie elementoéw skonczonych. Prezentowany algorytm moze by¢
wykorzystany do obliczen bezpieczenstwa konstrukcji o parametrach przedzialowych i
losowych.

RELIABILITY OF STRUCTURES WITH INTERVAL AND RANDOM
PARAMETERS

Summary. In this paper it was shown, that the interval methods gives the same results as
the semi-probabilistic method. The new method of identification of interval parameters is
presented. The method is based on existing civil engineering codes. Using this method we can
apply safety factors in the finite element method. Presented algorithm can be applied to
calculation of reliability of structures with interval and random parameters.

1. Wprowadzenie

Wszystkie parametry konstrukcji budowlanych znane sa z pewna wigksza lub mniejsza
doktadnoscia. W niektérych przypadkach niepewnosci te sa na tyle duze, ze nie moga zostac
pominigte w procesie projektowania. Ma to miejsce np. w konstrukcjach murowych,
betonowych, kompozytowych oraz w przypadku obciazen wiatrem 1 $niegiem. Do
modelowania niepewnosci parametréw obecnie wykorzystuje si¢ metody potprobabilistyczne
(wspotczynniki bezpieczenstwa). W przypadku konstrukcji nietypowych mozna zastosowac

metody probabilistyczne. W niniejszej pracy do modelowania niepewno$ci zostana
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wykorzystane przedziaty liczbowe (tolerancje). Ponadto zostanie pokazane, Ze istniejace
metody pdlprobabilityczne sa szczegdlnym przypadkiem metod przedzialowych.
2. Metoda potprobabilistyczna

W ramach metod poziomu I, jedna warto§¢ charakterystyczna okre$la kazdy parametr
losowy. Oznaczajac dalej przez G i Sy, , odpowiednio wartos¢ sSrednia i odchylenie
standardowe wytrzymatoéci materiatu, a przez Q i Sg warto$¢ $rednig 1 odchylenie
standardowe  obciazenia, wytrzymalo§¢  charakterystyczna materialu O,  oraz

charakterystyczna warto$¢ obciazenia Q) zdefiniowane sg jako

Ok =0y —tg,Sq,» Qk =Q *1tgSq (D
gdzie parametry ts, 1 1o dobiera sig tak, aby warto$ci charakterystyczne oy 1 Qi byly

odpowiednimi kwantylami zmiennych losowych 0, 1 Q (np. na poziomie: 2%, 5% dla

wytrzymato$ci oraz 98% rocznego maksimum dla obciazenia). Czgsto przyjmuje si¢

_ |2 dla konstrukcji stalowych 5
0 1.645 dla konstrukcji betonowych @
Wprowadza sig nastgpnie tzw. wartosci obliczeniowe (projektowe) 04 1 Qg , dane jako
o
0g =—, Qg =Y;Qx 3)
Ys

gdzie Y5 1 Y¢ sa odpowiednio wspolczynnikami czg§ciowymi wytrzymalosci 1 obciazenia.
Koncentrujac si¢ dalej na konstrukcjach stalowych, schemat 'mormowego' podejscia do
projektowania konstrukcji przedstawiony zostanie na podstawie normy PN-90/B-03200.
Norma ta stanowi, iz wymiarowanie konstrukcji nalezy przeprowadza¢ metoda standéw
granicznych, rozr6zniajac:

* stany graniczne no$nosci i odpowiadajace im obciazenia obliczeniowe,

* stany graniczne uzytkowania i odpowiadajace im obciazenia charakterystyczne.

Przy wymiarowaniu konstrukcji nalezy wykaza¢, ze we wszystkich mozliwych do
przewidzenia przypadkach projektowych, w fazach realizacji 1 eksploatacji, spetnione sa
warunki nosnos$ci 1 sztywno$ci konstrukcji. W ogoélnym przypadku warunek stanu
granicznego zniszczenia zapisaé mozna w postaci [EII

g(Qd,Gd,yd,yn)ZO (4)
gdzie 9(Qq,064,Yq>Yn) =Rq —Sq. Sy jest wartoscia obliczeniowa momentu lub sity

przekrojowej. Ry jest no$noscig obliczeniowa elementu.
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Przez y4 oznaczono wspolczynniki uwzgledniajace niepewno$ci modelu, inne niz te, ktore
wzigto w rachubg przy specyfikowaniu wspotczynnikéw yg 1 Yy, natomiast Y, oznacza

wspotczynnik konsekwencji zniszczenia [ Ell

Jak wida¢ w metodzie tej zaktada sig, ze parametry naleza do nast¢pujacych przedziatlow

0y 06 =[04,%), QOQ=[0,Qq] (5)
Parametry projektowe x naleza do nastepujacego zbioru:

{x:0606,0Q0Q,0x 0%, 9(x,6,Q,Yg,¥y) 20} (6)
W praktyce rzadko okresla si¢ caly zbior (EI) Zwykle sprawdza si¢ tylko czy parametry

projektowanej konstrukcji spelniaja relacje (@. Dlatego bardziej istotne jest okres$lenie

nastgpujacego przedziatu

§={y:y=9(x06,Q,Y4,Yn).x0%,606,Q0Q} (7)
Jeshi

0<inf g (8)
wtedy projektowana konstrukcja jest bezpieczna. Jak widaé, aby sprawdzi¢ warunek

0<inf § nie trzeba wyznaczal catego przedzialu §. Wystarczy obliczy¢ jedynie
g =inf §. Poniewaz w stosowanych obecnie normach projektowania zalezno$é
Yy =0(x,0,Q,Y4,Y,) jest monotoniczna, dlatego wyznaczenie wielkosci g jest bardzo
proste. Wielko$¢ g otrzymujemy przyjmujac w obliczeniach Q =Qq, 6 =64 tzn.

g_:g(xd,Qd,Gd,Vd,yn) (9)

3. Wykorzystanie metody polprobablistycznej do identyfikacji parametrow

przedzialowych

Zatozymy, ze $rednia warto$¢ obciazenia projektowanej konstrukcji wynosi Q . Na skutek
wystgpowania niepewnosci, do projektowania przyjmujemy wartosci obliczeniowe
(projektowe) Qg okreslone wzorem . Wielko$¢ Qg stanowi goérne ograniczenie wartosci
sity Q. W analogiczny sposob mozna wyznaczy¢ dolne ograniczenie. Ostatecznie
otrzymujemy przedziat, do ktéorego moga naleze¢ wartosci sity Q.

Q=[Q7,Q"1=[Q -AQ,Q +AQ], gdzie AQ=Qyq-Q (10)

Analogicznie okre§lamy przedzial zmiennosci wytrzymatos$ci materialu
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6=[0",0"]=[0-A0,0+A0], gdzie Ac=0-ay (11)
W przypadku braku danych doswiadczalnych jako wartoéci Q,T mozna przyja¢ odpowiednie
warto$ci charakterystyczne okreSlone przez projektanta. Podobna metodologi¢ mozna
zastosowa¢ w przypadku parametrow geometrycznych. Szczegdélowe metody obliczania
warto$ci charakterystycznych 1 obliczeniowych podane sa w odpowiednich normach

budowlanych. Nalezy podkresli¢, ze zwykle praktyczne znaczenie ma tylko jeden koniec
przedziatu. W przypadku obciazen decydujace znaczenie ma obciazenie maksymalne P*. W

przypadku wytrzymatosci materiatlow zwykle korzysta si¢ z wartoSci minimalnej O .

Wyznaczanie liczb P_,Oar zwykle nie jest konieczne.

Jak zostato pokazane w poprzednim punkcie, tradycyjne metody projektowania do
okreslenia bezpieczenstwa konstrukcji wykorzystuja koncepcjg parametrow przedzialowych,
dlatego wyniki otrzymane przy wykorzystaniu normowych metod projektowania pokrywaja
si¢ z wynikami obliczen przy wykorzystaniu metody przedziatowe;.

Nalezy podkresli¢, ze metoda obliczania wielko$ci charakterystycznych i1 obliczeniowych
nie musi mie¢ interpretacji probabilistycznej. Dlatego parametry przedzialowe moga zostaé
wykorzystane do opisu niepewnosci, ktore nie maja charakteru losowego. W konstrukcjach
budowlanych bardzo cz¢sto mamy do czynienia z wyrobami o charakterze jednostkowym i
nie mozna w takim przypadku wykona¢ wymaganej liczby pomiardw, aby obliczy¢
odpowiednie losowe charakterystyki.

Z podobna sytuacja mamy do czynienia podczas ekspertyz konstrukcji zabytkowych. W tym
przypadku wykonanie potrzebnych badan jest utrudnione, gdyz moglyby one doprowadzi¢ do

zniszczenia konstrukcji.

4. Zastosowanie metody poélprobablistycznej do modelowania parametrow w

komputerowych algorytmach mechaniki konstrukeji

Wspolczesnie coraz czesciej do obliczania bezpieczenstwa konstrukcji wykorzystuje si¢
komputerowe metody mechaniki ciat statych . W metodach tych nie mozna bezposrednio
zastosowac zalecen norm budowlanych dotyczacych bezpieczenstwa konstrukcji.

Jednakze, bazujac na istniejacych przepisach mozna zidentyfikowaé przedziaty, do ktérych

naleza obciazenia, wytrzymato$ci oraz inne parametry konstrukcji. Nastepnie w celu
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sprawdzenia bezpieczenstwa konstrukcji mozna wykorzystaé warunek . Jako funkcje

graniczna mozna przyja¢ odpowiednia hipotez¢ wytezeniowa np. warunek Hubera-Missesa
3
g(h) = g (h) == s{h): s(n) (12)
gdzie s=o _EI [fro jest dewiatorem tensora naprgzenia o, 05 jest granica plastycznosci

przy rozciaganiu oraz h jest wektorem parametrow niepewnych. Ponadto

s(h):s(h):ZSij(h) [$;;(h). Zaprezentowana koncepcja bezpieczefistwa konstrukcji jest
i

stuszna dla wszystkich zagadnien mechaniki, dla ktérych mozna sformutowaé hipotezy

wytezeniowe. Przyktadowymi dziatami mechaniki mogty by by¢ tutaj:

teoria sprezystosci,

teoria plastycznosci,
- teoria lepkosprezysto$ci oraz lepkoplastycznosci,
- mechanika zniszczenia,
- mechanika pgkania,
- statecznos$¢ konstrukcji.
Podejscie oparte na parametrach przedzialowych posiada nastepujace wady:
- Nie jest w stanie doktadnie opisa¢ niepewno$ci o charakterze losowym.
Moze to powodowac¢ projektowanie konstrukcji o zbyt konserwatywnych
parametrach.
Zastosowanie metody parametréw przedzialowych posiada nastepujace zalety:
- Wykorzystujac przedstawiona w niniejszej pracy metodologig, parametry
przedziatowe sa bardzo proste do identyfikacji.
- Do okreslenia parametréw przedziatowych potrzebna jest bardzo mata liczba
informacji (trzeba okresli¢ tylko dwie liczby).
- Przedziaty liczbowe moga opisywac niepewnosci o charakterze nielosowym.
- Obliczenia przy wykorzystaniu metody przedzialowe] sa znacznie prostsze
od obliczeh przeprowadzonych przy pomocy analogicznych metod

probabilistycznych.
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5. Bezpieczenstwo ukladow o parametrach przedzialowych i losowych

Jesli w uktadzie mamy do czynienia zaréwno z parametrami przedziatlowymi ﬁi jak 1
losowymi X;, to prawdopodobienstwo zniszczenia uktadu mechanicznego mozna obliczy¢
przy wykorzystaniu nastgpujacej zaleznosci:

P =P(g(X.h)<0,h k)= [ fx (x)dx
{x:9(x,h)<0,hh}
gdzie fyx(x) jest funkcja ggstosci rozktadu prawdopodobienstwa wektora losowego X.

(13)

Rozwazymy dla przyktadu pr¢t rozciagany sita P o przekroju A 1 wytrzymatosci 0.
Zaktadam, ze P =[P",P"] oraz 0, Jjest zmienna losowa o rozkladzie normalnym

scharakteryzowanym wartoscig Srednig O 1 odchyleniem standardowym Sg, -

+

0 B
P; = P({w: 0g(w)A-P <0,POP}) = J'fz(z)dz = J'ft(t)dt =oR") (14)

7-7 z
—, B=—,p"

z Sz oo

_AGO_P

gdzie z=0A-P, t = oraz P(1) jest dystrybuanta rozktadu

normalnego N(0,1).

W przypadku stosowania metody elementow skonczonych, do obliczenia ekstremalnych
warto$ci funkcji granicznej mozna wykorzysta¢ monotoniczng zalezno$¢ rozwiazania od
niepewnych parametrow, oraz metody analizy wrazliwosci.

Niech funkcja graniczna ma posta¢ okre§lona przy pomocy wzoru (12). Wrazliwosé funkcji

granicznej mozna okresli¢ nastgpujaco:

dg(h) _ 5 00,(h) 3 os(n) ' s(h) _gs(h). ds(h) _ ) do,(h) 3 ds(h) : s(h) (15)

o oh, 2 on VTS o oh  oh
os(n) _ as(h)a_c (16)
ahi aG ah,
o _ 9 dCB dq
9 -9 (cBq)=2Bq+cB 2
on,  on, (CBa) oh 1 on, 17
dq _0Q 9K
K24-9Q_0oK
oh. _oh  oh (18)

Przy czym %: s(h) = z OSSE (h) > Smn (h) C jest macierza statych materiatlowych. q jest
i m,n i

wektorem przemieszczen. B jest macierza pozwalajaca obliczy¢ odksztatcenia w oparciu o
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znane przemieszczenia € = Bq . K jest macierza sztywnos$ci. Q jest wektorem uogdlnionych

obciazen przyweztowych. Znaczenie poszczegdlnych symboli mozna znalez¢ w pracy [EI]
Ekstremalne warto$ci funkcji granicznej mozna znalez¢ na podstawie znaku pochodnej

g (h)

oraz koncéw przedziatu h.

- [+ . (0g(h) +_ s . (0g(h)
g —g(h,agn( oh, D g —g(h,3|gn( oh, D (19)

W uktadach liniowych. Funkcje wewngtrzne w elemencie pretowym ,.e” sa funkcjami

przemieszczen q, obciazen konstrukcji Q oraz obciazen Q° elementu ,.e”.
Me(0) = 1 (x,4,Q,Q°) (20)
gdzie M, (X) jest momentem zginajacym w punkcie X elementu ,.e”. Wrazliwo$¢ funkcji

momentow zginajacych mozna obliczy¢ przy wykorzystaniu nastgpujacego wzoru.

a'\/li-}(x) — af’\; (X’q’Q’Qe)

21

oh, oh, @D

e

Na podstawie rownania (I:XL mozna obliczy¢ wrazliwo$¢ przemieszczen gTq ZTQ oraz aa%
i i i

M (X)

mozna obliczyé bezposrednio. Wykorzystujac mozna obliczy¢é obwiednig

momentow zginajacych w bardzo skomplikowanych uktadach mechanicznych.

oo s (M (%) oz terl v E i M)
M. (x) = f, (x,h,agn(—ah D M. (x)=f, (x,h,SIgn(—ah B (22)

W analogiczny spos6b mozna obliczy¢ obwiednig pozostatych sil wewngtrznych.
6. Whnioski

Glownym rezultatem niniejszej pracy jest wykazanie, ze metoda potprobablistyczna oraz
metoda parametréw przedzialowych daja w prostych przypadkach te same rezultaty.
Podejscie takie umozliwia wykorzystanie normowych wspotczynnikéw bezpieczenstwa w
obliczeniach z wykorzystaniem komputerowych metod mechaniki ciat statych. Dzigki
przedstawionej w niniejszej pracy metodologii identyfikacja parametrow przedziatowych jest
bardzo prosta. W pracy opisano algorytm obliczania obwiedni sit wewngtrznych w uktadach z
przedziatlowymi parametrami. Obliczona w ten sposob obwiednia moze uwzgledniaé
niepewnosci statych materialowych oraz parametréw geometrycznych. Zastosowania

zaprezentowanej tutaj metodologii zostang zaprezentowane na konferencji.
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Abstract

Summary. In this paper was shown, that the interval methods gives the same results as the
semi-probabilistic method. The new method of identification of interval parameters is
presented. The method is based on existing civil engineering codes. Using this method we can
apply safety factors in the finite element method. Upper and lower bounds of limit state
function g can be calculated using sensitivity analysis. This method can be applied when
uncertainty of parameters is sufficiently small. Presented algorithm can be applied to calculate
reliability of structures with interval and random parameters. Simple example of application is
presented.



