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ZASTOSOWANIE METOD ANALIZY WRAZLIWOSCI
DO MODELOWANIA KONSTRUKCJI
Z. PRZEDZIALOWYMI PARAMETRAMI

1  Wprowadzenie

Wartosci  wszystkich parametréw ukladow mechanicznych obarczone sa pewna
niepewnoscia [1]. Gdy dysponujemy duza liczba danych pomiarowych i maja one charakter
losowy, to do modelowania wartosci wykorzystuje si¢ metody probabilistyczne [2]. Zwykle
jednak nie mamy dostatecznej liczby informacji aby okresli¢ niezbgdne charakterystyki
probabilistyczne projektowanej konstrukcji. W niniejszej pracy rozwaza¢ begdeg przypadek
gdy mozna niepewne parametry konstrukcji /#; mozna okresli¢ z doktadnoscia do przedziatu

[h,»] =|_h[_,hi+J [1]. Wiele konstrukcji mozna opisaé przy pomocy ukladu nieliniowych
réwnan algebraicznych zaleznych od wektora niepewnych parametréw h

F(qh)=0 (1)

gdzie F jest okreslong funkcja. Zbidr rozwiazan rownania (1) mozna okresli¢ nast¢pujaco [3]
o)) ={a: Fla.n) = 0.0 Ofb] = |4 i [ x[py @)

Zbior ten jest bardzo skomplikowany, dlatego tez w zastosowaniach postugujemy sig
najmniejszym wielowymiarowym przedziatem [3], ktory zawiera w sobie zbidr rozwigzan
(2). Zbior ten oznaczamy:

hull q([h]) = [inf q([h]). sup q([b]] 3)

Znanych jest wiele metod poszukiwania zbioru (3). Mozna pokazaé, ze zagadnienie
doktadnego okreslenia zbioru (3) w ogo6lnosci posiada bardzo wysoka zlozonosé
obliczeniowa [3]. Jednak badajac przypadki szczegélne mozna skonstruowaé bardziej
efektywne algorytmy [4]. Na podstawie wielu symulacji numerycznych [5] mozna zauwazy¢,
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ze w wigkszosci zagadnien inzynierskich zaleznos$¢ ¢; (h J) jest monotoniczna. W takim

przypadku zbiér (3) mozna okresli¢ na podstawie wartos$ci skrajnych przedziatu [h], co
znacznie upraszcza obliczenia. Gdy funkcja g, (h j) jest rozniczkowalna w sposob ciagly

oraz pochodna posiada staly znak dla h* D[h] , to zbior (3) okreslamy na podstawie
algorytmu:

jesli m{;hlﬂ>0, to g; =q; (hj_) oraz q; =g, (h;), 4)
J
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<0,to q; =g, (h;) oraz q; =g, (hj_) 5)

W skrdcie mozna te reguty zapisa¢ nastgpujaco:
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2 Punktowe testy monotonicznosci

2.1  Metoda zerowego rzedu

Z wtasnosci pochodnej funkcji ciagtej wynika, ze jesli dla ustalonej wartosci hj

0q; (h:)
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to funkcja ta zachowuje znak w pewnym otoczeniu punktu h; , czyli

Sign[aqi—(hj)J = Sign{aqi—(h;)J dla h; 0] |_h;k -¢, h; +£J (®)
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W przypadku zagadnief nieliniowych pochodne funkcji ¢; (h j) obliczamy przy pomocy
metody réznic skonczonych [6] lub metod analizy wrazliwosci [6]:

aT+ATq aT_q_'_aAq
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Mozna réwniez okresli¢ wrazliwos$¢ rozwiazania w zagadnieniach dynamicznych [6].



2.2  Metoda rzedu pierwszego

Mozna zastosowac liniowa aproksymacj¢ pochodnej funkcji ¢; (h j)

aqi(hj) - aqi(h;)+ 62qi(h;)(h‘ —h*»)
i

oh oh . oh?
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(10)

Przyrownujac do zera wyrazenie (10) mozna pokaza¢, ze funkcja g, (h j) jest

monotoniczna jesli

2
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Traktujac funkcjg g; (h i ) jako funkcj¢ wielu zmiennych mozna przyjac

(12)
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Poszukujac punktow h* D[h] dla ktérych pochodna jest rowna zeru otrzymujemy nowa
procedurg sprawdzania monotonicznosci. Funkcje ¢; (h /) sa monotoniczne, gdy

m@ﬁ=@—9ﬁ@jﬁmhgﬁﬂ dla k=1,..,m (13)

Oh ,0h;

gdzie

a aq,( ) :E:[aqu( )J (14)

o oh,

3 Zagadnienia optymalizacji

W zagadnien optymalizacji konstrukcji zarowno funkcja celu f, jak i rozwiazanie

optymalne X, jest funkcja wektora parametréw niepewnych h, dlatego rozwiazania
problemow optymalizacji naleza do nastgpujacych zbiorow

s ={rm):nom}, x (b)) ={" (n):n O]} (15)

Informacje na temat metod okreslania zbiorow (15) mozna znalez¢ w pracach [7, 8]. Jesli
przedzial [h] jest dostatecznie waski, to zbiory (15) mozna okresli¢ przy pomocy punktowych
testOw monotonicznos$ci 1 wzorow (6). Niech dana jest funkcja celu f, ktora jest zalezna od
wektora parametrow niepewnych h (] [h] oraz wektora zmiennych decyzyjnych xU [x] .



Zakladajac brak warunkoéw ograniczajacych, to z wilasno$ci naturalnego przedzialowego
rozszerzenia funkcji [3] wynika, ze jesli
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to funkcja celu zalezy monotonicznie od parametru /;, zatem ekstremalne wartosci funkeji

celu mozna obliczy¢ na podstawie wartosci skrajnych przedziatu [h]. W przypadku gdy
przedziaty [x] i [h] sa dostatecznie waskie mozna tutaj wykorzysta¢ rdwniez punktowe testy
monotoniczno$ci opisane w punkcie 2. Gdy znamy juz odpowiednie konce przedziatu [h]

oznaczone tutaj h™,h* mozna obliczyé ekstremalne wartosci funkcji celu stosujac
tradycyjne algorytmy optymalizacji szukajac minimow nast¢pujacych funkcji celu
f x,h_),f(x,hJ').

Gdy szukamy ekstremalnych wartosci rozwigzania optymalnego X mozna skorzysta¢ z
punktowego testu monotonicznosci opisanego w punkcie 2. W przypadku gdy funkcja celu
jest rozniczkowalna, to rozwiazanie optymalne jest rozwigzaniem nastgpujacego rownania:

Of(x,h)=0 Iub F(x,h)=0 gdzie F=0f (17)

Pochodna rozwiazania optymalnego mozna obliczy¢ na podstawie réwnania:
——+—=0 (18)

W  przypadku optymalizacji z ograniczeniami mozna zastosowa¢ punktowy test
monotonicznosci.

4  Niezawodno$¢ ukladéw z losowymi i przedzialowymi parametrami
Niezawodno$¢ konstrukeji [2] mozna okresli¢ nastgpujaco:
Rlh) = Ple(ng.r)>¢ = [£{noar (19)
g(hyr)>0
gdzie g jest funkcja graniczna konstrukcji [2], f jest funkcja gestosci rozkladu

prawdopodobienstwa, h jest wektorem parametrow okre$lonych z doktadnoscia do przedzialu
liczbowego [h], h, jest ustalona warto$cia parametru h, r jest wektorem parametrow

losowych.. Zbidér wszystkich wartosci jakie moze przyjmowac niezawodno$¢ ukladu
okre§lamy nastepujaco:

[R] =|r", R* | = hutt R(b]) = hutt{R(ny) -1, O]} 20)

Ekstremalnych wartosci niezawodnosci konstrukcji szukamy na postawie wzoru (6) oraz
punktowych testow monotonicznosci opisanych w punkcie 2.



5  Modelowanie konstrukeji z przedzialowymi parametrami
Przyjmujac
F(g,h)=K(h)q - Q(h) 1)

réwnania rownowagi statyki konstrukcji liniowo-sprezystych z przedzialowymi parametrami
h przyjmuja posta¢ (1). Mozna pokaza¢ [4,9], ze jesli nastgpujace przedzialowe macierze
Jakobiego

aﬁz,--njr: (al[), aM)([q]M) (22)
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sa regularne [3], to funkcja g¢; =qi(...,hj,...) jest monotoniczna w przedziale [h].

Sprawdzenia regularnosci macierzy przedzialowej mozna dokona¢ réznymi metodami [10].
Ponadto mozna wyrdznic kilka przypadkow szczego6lnych.
1) W ukladach liniowo-sprgzystych zalezno$¢ przemieszczen od przedziatlowych
obciazen jest zawsze monotoniczna [4].
2) W plaskich uktadach prgtowych zalezno§¢ przemieszczen od przedziatowego
modutu Younga jest monotoniczna. Wynika to z postaci rOwnan rownowagi.

Kq=Q = EKq=Q = f<q=%Q = q=%f<‘1m 23)

1) Gdy eclementy macierzy sztywnosci K i wektora obciazen Q sa liniowymi
funkcjami niepewnych parametrow, to zbidr (3) mozna znalezé przy pomocy
metody Rump’a [5].
W wielu przypadkach nie mozemy okresli¢ doktadnej wartosci parametrow 4;, a jedynie
przedziaty lh{,hf] do ktorych wielkosci te naleza. W wyniku wykonania serii # pomiaréw
otrzymujemy zbior przedziatdow =, ={[hi1],[hi2],...[ hi,;l}. Definiujemy przy tym pewna
funkcje m; przyporzadkowujaca kazdemu elementowi zbioru =; prawdopodobienstwo jego
wystapienia podczas pomiarow m(l_hijJ)=pj (=1,...,n oraz p, +..+p, =1). Parg (Ei,mi)
nazywamy zbiorem losowym [11]. W oparciu o zbiér losowy mozna okreslic funkcjg
przynaleznosci zbioru rozmytego l?, [11]:

U(hi |}71): 3"1‘ ([hk]) gdzie [hk] b=, (24)
nOh,

Jesli wspolrzedne wektora niepewnych parametrow h beda liczbami rozmytymi 4;, to

rozwigzanie rownania (1) otrzymujemy w dwoch etapach. Najpierw dla poszczegdlnych
a-przekrojow [11] otrzymujemy rodzing przedzialowych rozwiazan [q] :

lao] = hutiq(n]) = huir{q(n) : F(q.h) = 0.n O[h,} (25)



gdzie

o) =t 0l 17 )z of i [ng] =[e] .. 7] (26)

Nastgpnie rozwigzanie okre§lamy jako wektor liczb rozmytych g; przy pomocy nastgpujacej
reguty [12]:

u(g; 13;) = max{a g, Og,c} 27)
6  Przyklady zastosowan

6.1 Rozciaganie preta wykonanego z materialu sprezysto-plastycznego
z przedzialowymi parametrami

Rozwazymy uklad pretowy przedstawiony na rysunku 1 wykonanych z materiatu

sprezysto-plastycznego z wzmocnieniem kinematycznym 1 izotropowym, w ktoérym
przedzialowymi parametrami beda modut Younga E oraz przekroje pretow 4, .
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Rys. 1. Uktad pretoéw rozciaganych
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W obliczeniach przyjeto nastgpujace stale materiatowe ¢=7 ao’, Guin = 0.1L¢,
Coo =09, L =L, =L =L,=1m, 0,=190MPa, E0[000%,2200°|MPa,
4, 0[0.0009,0.001] m?, 4, 0il4y], P=30kN. W obliczeniach wykorzystano wzor (6).
Wyniki obliczen przedstawione sa w tablicy 1.

Tablica 1. Przemieszczenia weztow uktadu pretowego

91 q9> q93 94

g7 [m] 0.001148, 0.002296 0.002870 0.003252

g; [m] 0.006707 0.013414 0.016790 0.019056




6.2  Niezawodno$¢ preta zginanego

Wezmy pod uwagg uktad prgtowy przedstawiony na rysunku 2.
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Rys. 2. Pret zginany

Zaktadajac, ze sita P oraz plastyczna no$no$¢ graniczna s zmiennymi losowymi o
rozktadzie normalnym, a dlugosci a 1 b sa okreslone z doktadnoscia do przedziatu
liczbowego. Ekstremalne warto$ci niezawodnosci ukladu mozna okreslic przy pomocy
metody roznic skonczonych, punktowego testu monotoniczno$ci, wzoru (6) i programu

STRUREL [13]. W obliczeniach przyjeto nastgpujace dane liczbowe P = 15kN,
o, =1.59kN, M, =81kN [, 0, =926kN0n, 4 0[0.695,0.705| m ,

b0 [0.295, 0.305] m . Funkcja graniczna [2] ma w tym przypadku nastgpujaca postac:

g(Ml,Mz,M3,P,a,b):&+MZ Lol eMs _p (28)
a a b b

gdzie M,,M,,M,,to momenty plastyczne przylozone odpowiednio w punktach 1,21 3.
Uzywajac programu STRUREL na podstawie funkcji granicznej (28) mozna obliczyé:

9B _PBla+nab)-Bla,b) B _PBlab+0b)-Plab)
da Aa " 0b Ab

(29)

Z wzoréw (6) i (29) otrzymujemy BO[11.491, 11.536] .
7 ‘Whioski

W pracy przedstawiono podstawy teoretyczne mechaniki konstrukcji z przedzialowymi
parametrami. Przedstawiono efektywne algorytmy umozliwiajace optymalizacjg, okreslanie
niezawodnosci i statecznos$ci konstrukcji w warunkach wystepowania przedzialowych
nieokreslonosci parametrow. Nalezy podkresli¢, ze punktowe testy monotonicznosci mozna
wykorzystywa¢ jedynie w przypadku, gdy przedziat [h] jest dostatecznie waski oraz
odpowiednie kryteria zbieznosci sa spetlnione. W przypadku, gdy chcemy otrzymaé
rozwigzanie z gwarantowang pewnoscia, to nalezy zastosowa¢ metody przedziatowe [9, 4].
Jednak metody przedziatowe posiadaja wysoka ztozono$¢ obliczeniowa [3] i ograniczaja si¢
do problemdéw opisanych roéwnaniem (1). Inne przyktady zastosowan zostana przedstawione
podczas prezentacji referatu.

Praca zostata wykonana w ramach grantu KBN Nr 8T11F00615.
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Applications of sensitivity analysis methods
for modelling of structures with interval parameters

Summary

In this paper a new method for modelling of structures with interval parameters was
presented. Several point monotonicity tests were described. Using these procedures we can
calculate displacements, reliability, stability and optimal solutions in the structures with the
interval parameters. The point monotonicity tests can be apply only if an interval [h] is
sufficiently narrow. If we want to obtain a solution with a guaranteed accuracy the interval
monotonicity tests should be applied. Several numerical examples were also presented. All
the algorithms can be implemented into the existing engineering software.



